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INSTRUCOES

1. SOMENTE INICIAR A PROVA QUANDO FOR AUTORIZADO PELO FISCAL DE SALA.

2. A prova tem 20 paginas, incluindo a pagina de rosto. O espago em branco que segue cada uma das 09
questodes € para a sua resolugdo. A pagina 20 é para RASCUNHO e ndo serd considerada na corregdo.

3. Verificar se 0 seu nome e a sua opcao de curso estdo corretos na etiqueta de identificacdo da prova.

4. Nao esquecer de identificar a pagina de rosto da prova, colocando seu nome completo (sem abreviagGes),
o nimero do seu documento de identidade e a sua assinatura nos locais indicados.

5. NAOE PERMITIDO O USO DE CALCULADORA OU CELULAR DURANTE A PROVA. O USO DESSES
APARELHOS PODERA IMPLICAR A DESCLASSIFICAGAO SUMARIA DO CANDIDATO (DEIXAR O CELULAR
DESLIGADO,).

6. Nao é permitido o uso de outros materiais estranhos a prova.

7. A prova é para ser resolvida a caneta (azul ou preta), com excegdo dos desenhos técnicos.
8. Qualquer duvida faz parte da interpretagao do enunciado da questdo.

9. Duracdo da prova: 3 horas. Saida permitida a partir das 14h30min.

10. N&o é permitido fumar no local de exame.
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1) Seja ¥ = (0,?,]’,]2) um sistema de coordenadas ortogonal em E3, em que {7,7,k} é
uma base ortonormal positiva de V3.

(a) Os pontos A, B e C sdo vértices de um tridngulo tais que ||AB|| = ||BC|| e a mediana
relativa ao vértice B estd contida na reta r: XT“ = 1—1y = z. Sabendo-se que
A = (1,2,3)y, determine as coordenadas do vértice C.

(b) Considere os planos: m:x+y+3z=1 e mux—z=1, e a reta
r:X =(3,1,2) + 1(2,1,2),2 € R. Determine a posicao relativa entre 7, N m, e r.

OBS: ||X|| denota 0 mddulo do vetor .

RESPOSTA:
(a)
Vamos chamar de M o ponto interse¢do da reta r com o lado AC do triangulo. Esse ¢ o ponto médio desse lado

e tem coordenadas M = (1 — 2y,y,1 — y)s. A reta determinada por AM e areta r sdo perpendiculares, pois o
triangulo dado ¢ is6sceles em B.

Portanto, os vetores AM = (-2y,y—2,-2—1y) e ¥ =(—2,1,—1), vetor diretor da reta r, sio ortogonais.
Assim, AM - # = 6y = 0.
Entdo, C = A + 24M = (1,-2,—1);.
(b)
A reta m; N1, tem uma equacdo vetorial X = (0,4,—1) + x(1,—4,1),x € R, o que ja nos diz que essas
retas ndo sdo paralelas, pois seus vetores diretores nao sdo paralelos.
Para decidirmos se as retas sdo concorrentes ou reversas, vamos resolver o sistema linear:
X = 3421 x =21 =3
4—4x = 1+12 oui—4x -1 =-3.

—1+x 2+ 21 x —-21 =3

Usando o escalonamento da matriz do sistema, temos:
1 =213 1 -2|3 1 -2]3 1 0]1

<—4 -1 —3) ~ <0 -9 9) ~ (0 1 —1) ~ <0 1 —1> .
1 =213 0 olo 0 olo 0 olo

Entdo, x = 1,4 = —1.
Sendo o sistema possivel e determinado, concluimos que as retas sdo concorrentes no ponto de coordenadas:
(1,0,0)s.
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2) Considere T:R3+— R® um operador linear cujo polindmio caracteristico é:
pr(X) = (X —1*(X - 3).

(@) Supondo que R3 = V(1) @ V(3), mostre que T é diagonalizavel.

(b) Considere, em R3, o produto interno usual {((x,y,z), (a,b,c)) = ax + by + cz para
todos (x,y,z),(a,b,c) em R3. Suponha que o operador linear T seja simétrico e
que V(1) = [(1,0,2)),(2,1,0)]. Determine uma base de V(3).

OBS: V(1) denota o subespaco de R3 formado pelos autovetores de T associados ao
autovalor 1.

RESPOSTA:
(a)

As raizes do polindmio caracteristico de T sdo 1 e 3, e esses sdo os autovalores de T. O autovalor 1 tem
multiplicidade algébrica igual a 2, e o autovalor 3 tem multiplicidade algébrica igual al. Como sabemos que
1 £ multiplicidade geométrica < multiplicidade algébrica de um autovalor, concluimos que
1 = dimV(3) = multiplicidade geométrica de 3.

Para que T seja diagonalizavel, precisamos que a multiplicidade geométrica do autovalor 1 também seja igual
a sua multiplicidade algébrica, que ¢ 2.

Pela hipotese, temos que 3 = dimR3 = dim V(1) + dimV (3).

Como vimos acima que dimV (3) = 1, temos que dim V(1) = 2, como queriamos.

(b)

Pela hipotese de T ser um operador simétrico, sabemos que os subespagos V(1) e VV(3) sdo ortogonais., ou
seja, V(3) = V(1)L

Seja (x,v,2) € V(3), entdo ((x,y,2),(1,0,2)) =x + 2z =0¢e{(x,v,2),(2,1,0)) =2x + y = 0.

Assim, x = —2zey = —2x = 4z.

Portanto, V(3) = {(—2z,4z,z):z € R} e uma base para V (3) é {(—2,4,1)}.
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3) Em R3, considere o produto interno usual, <(x,y,z),(a,b,c)>=ax+by+cz, para todos
(x,y,2), (a,b,c) em R3. Sejam S = {(x,y,z) € R3:x —y + 2z = 0} subespaco de R3 e

T:R3® — R3 a projecao ortogonal em S.

(a) Determine todos o vetores (x,y, z) tais que T(x,y,z) = (1,1,0).

(b) Exiba uma base do kerne/de T.

1 0 O
(c) Encontre uma base B de R3 tal que [T]z = [0 1 0].
0 0 O
RESPOSTA:

(a)

Pela definicdo de projegdo ortogonal, temos (x,y,z) — T (x,y,z) € S*.

Sabemos que S @ St = R3, entio dimS + dimS* = 3. Como dimS = 2, devemos ter dimSt =1 ,
mas S representa um plano com um vetor normal, n = (1, —1,2). Assim, St = [(1,—-1,2)].

Sendo T(x,y,2) = (1,1,0), entdo x,v,2) —(1,1,0) = a(1,-1,2),a € R, ou seja,
x,v,2) =1,1,0) + a(1,-1,2),a €R.

(b)

Como T ¢ a projecdo ortogonal em S , a imagem de T é o proprio subespago S, que representa um plano e tem
dimensdo igual a 2.

Pelo teorema do Nucleo e da Imagem, temos 3 = dimR3 = dimS + dim Ker (T).

Entdo, dim Ker(T) = 1.

Pela definicao de vetor normal a um plano, e de proje¢ao ortogonal, todos os vetores normais a S estdo no
Ker(T).

Portanto, uma base de Ker(T) ¢ {(1,—1,2)}.

(c)

Observemos que se (a, b,c) € S, entdo T(a, b,c) = (a, b, c), pela defini¢do de projecdo ortogonal.

Assim, todos os vetores de S sdo autovetores de T associados ao autovalor 1.

Em particular, para os vetores da base de S: {(1,1,0), (2,0, —1)}.

Como visto no item (b), T(1,—1,2) = (0,0,0) e (1,—1,2) € S*.

Do fato 1de 0R30= S S, temos que B ={(1,1,0),(2,0,—1),(1,—1,2)} é uma base de R3 tal que
].

[T]Bz[o 10
0 0 0
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4) Dada abaixo a perspectiva isométrica (simplificada) de uma pega em escala natural,
desenhar na pagina ao lado suas vistas frontal (aquela com o detalhe curvo), lateral
direita e superior, no primeiro diedro, em escala 1:1. Cotar as vistas com medidas em

milimetros.
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RESPOSTA:

35

50

IIIIIIIIIIIIIIIIIIII

0G

25

40

50
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5) Dadas as vistas ortograficas da peca abaixo, desenhar sua perspectiva isométrica,
mostrando as faces frontal, superior e lateral direita.

[ —————
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RESPOSTA:
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6) Imagine um tunel cilindrico horizontal na cota 780m, com boca em arco de exatos
180 graus, largura de 20m e comprimento de 100m, perfeitamente alinhado a direcao
Norte-Sul. Desenhe abaixo as curvas de nivel de 2m em 2m deste tinel, em escala
1:100.

RESPOSTA:

T

Escala 1:100
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7) A comporta AB esta articulada em A e tem largura b. A comporta represa um fluido com
peso especifico y e altura 2h, conforme mostrado na figura. Determine o peso minimo

que a comporta deve ter para permanecer fechada.

A

R

RESPOSTA:

O diagrama de pressdes estd mostrado na figura abaixo:

As forgas de pressdo podem ser decompostas em:

R, =bh*2
Rz=7bh2%

Para a comporta permanecer fechada, o momento em relacao ao ponto A (e em relagdo a qualquer outro ponto)

deve ser nulo:

V2 phiN2 A2

h 2
P—=ph’N2.h~—+ :
7~ 2 2 3

e, portanto,

8 .2
P=21h
37’b
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8) No mecanismo mostrado na figura, o segmento 04 ¢é fixo, e a barra OC de

comprimento L e perpendicular a 04 , possui vetor de rotacdo @ = ok (constante) em

relacao a um referencial fixo no solo. O disco, de centro Ce raio R, contido no plano

Oyz, possui um vetor de rotacdo @, =i em relacdo a barra OC, sendo @, constante.

O sistema de coordenadas Oxyz é fixo na barra OC. Considerando a barra OC como

referencial mdvel, e o instante mostrado na figura, quando cP é paralelo ao eixo O,

determine:

(a) as velocidades relativa (Vr.), de arrastamento (Vra~) e absoluta (Vr.ass) do
ponto A

(b) as aceleracdes relativa (4r.«), de arrastamento (4r.~) e absoluta (9r.ass) do
ponto A

(c) o vetor de rotacao absoluto (%p.«s) e o vetor aceleracao angular absoluto
(%p.abs ) do disco.
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RESPOSTA:

(a)
Viret = Voo + O AN(P—=C) = 0+, ARk = Vp o ==—0,Rj
Vo =V + @, A(P—0)=0+mk A (L] + RE): Vp oy = —0Li
gP,abx = ﬁP,rel + ‘7p,m
— Vo = —-oLi —w,Rj
(b)
Ap et = Ay + Ay NP =C)+ By A [a’rel NV C)]
Gp,y =0+0+ay A la)zf A RIEJ:> Gy, =Rk
p gy =g + @,y AN(P=0)+B,, A, A(P-0)]
iy, =0+0+mk Alok AL+ RE)|=d,,, =01
aP,abx = ZiP,rel + aP,arr + aP,Car
p cop =20, ANVp 1y = 2wk A (— a)sz): Ap cor = 20,0,Ri
s |p gy = 20,0,RT — 07 Lj — 0} Rk
()

a)D,abx = a)D,rel + wD,arr = a)D‘abs = a)lk + (021

aD,abs = aD,rel + aD,zm‘ + a)D,zm‘ N wD,re[ = 0 + 0 + wlk N wzi = aD,abs = 601 a)2-]
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9) Os discos homogéneos de centros A e B, raios iguais a re massas ms=me ms =2m,
respectivamente, estao ligados entre si por uma barra AB de massa desprezivel,
conforme indicado na figura. Sabendo que os discos rolam sem escorregar, descendo

uma rampa que faz um angulo o. com a horizontal, pedem-se:

a) os diagramas de corpo livre dos discos de centros Ae B;
b) as forcas de atrito atuantes nos discos de centros Ae B;

C) a forca atuante na barra 4B.

RESPOSTA:

(a)

Py "' 2mg
a F It

(b)
Para o disco de centro 4, tem-se:

—-F - T +mgsina = ma;

Q)
2

Ny —mgcosa =0

2
Fr=Jeo="""ov=r=""0p
2 2 (3)

Para o disco de centro B, tem-se:
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—F, +T+2mgsina = 2ma; 4)

N, —2mgcosa =0 (5)
2
FQ'FZJBZd)Z 2mr CO:>F2 = mre
(6)
Além disso, as equagdes vinculares da Cinematica fornecem:
ay=a =a=ar )
Substituindo-se (7) e (3) em (1), e (7) e (6) em (2), obtém-se:
mr . . . 3mr . .
——ow-T+mgsma =mor =>——o=-T+mgsina
2 2 (8)
—mra+T +2mgsina =2mar = 3mar =T + 2mg sin ©)
Adicionando-se (8) e (9), resulta:
[_3mr + 3mr]d) =3mgsina = o = 2gsina

Substituindo-se (10) em (9) obtém-se:

Imr 2gsina

=T+2mgsina =>T=0
r

(c)
Substituindo-se (10) em (3) e em (6), obtém-se:
£ _mr2gsina S F = mgsin o
2 3r 3
Py = mr 2gsina = 2mgsina
3r 3
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