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INSTRUCOES

1. SOMENTE INICIAR A PROVA QUANDO FOR AUTORIZADO PELO FISCAL DE SALA.

2. A prova tem 18 paginas, incluindo a pagina de rosto. O espago em branco que segue cada uma das 09
questodes € para a sua resolugdo. A pagina 18 é para RASCUNHO e ndo serd considerada na corregdo.

3. Verificar se 0 seu nome e a sua opcao de curso estdo corretos na etiqueta de identificacdo da prova.

4. Nao esquecer de identificar a pagina de rosto da prova, colocando seu nome completo (sem abreviagGes),
o nimero do seu documento de identidade e a sua assinatura nos locais indicados.

5. NAOE PERMITIDO O USO DE CALCULADORA OU CELULAR DURANTE A PROVA. O USO DESSES
APARELHOS PODERA IMPLICAR A DESCLASSIFICAGAO SUMARIA DO CANDIDATO (DEIXAR O CELULAR
DESLIGADO!!)).

6. Nao é permitido o uso de outros materiais estranhos a prova.

7. A prova é para ser resolvida a caneta (azul ou preta), com excegdo dos desenhos técnicos.
8. Qualquer duvida faz parte da interpretagao do enunciado da questdo.

9. Duracdo da prova: 3 horas. Saida permitida a partir das 15h00min.

10. N&o é permitido fumar no local de exame.
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1) Seja g = {,7, k} uma base ortonormal positiva de V3. Considere os vetores: 7 = (1,1,0)4
e F = (1,0, —1)3.
(a) Encontre todos os vetores w de modulo igual a 1, tais que w - ¥ = 0 e o angulo

entre W e u tenha medida igual a 150°.

(b) Considere o tridngulo ABC tal que 4B = aii, AC = y%, em que a,y € R. Determine
todos os valores de « e y para que o triangulo ABC seja retangulo em ¢ e tenha

area igual a v3 .

RESPOSTA:
(a)

Denotemos W = (a, b, ¢).
Comow ¥ =0, temos a — ¢ = 0.
Dew - © = ||[W||||%|lcos150° = —vV6/2 = a + b.
Como [[W|| =1 = a? + b? + ¢2, assim temos: ¢ = a,b = —a —V6/2 e a? + (—a — \/5/2)2 +a?=1.
Desta tltima equagio vem: 6a% + 2v6a + 1 = 0.
Donde a = —6/6, eentio b = —\/6/3 e c = —/6/6.
_ve _V6 _ 6

Portanto w = ( , , ) .
6 3 6/p

(b)

Temos que BC = AC — 4B = y¥ — adi.

Para que o tridngulo seja retangulo em C devemos ter AC - BC =0,

ouseja, y? - (y¥ —ail) = 2y2 —ya = 0.

Como ABC representa um triangulo, devemos ter y # 0, portanto a = 2y.

A condigio de que a area do tridngulo ABC seja igual a v/3 nos da : ||R|| [[ﬁ]] = 2+/3, 0 que é equivalente
a:

(4C - 4C)(BC - BC) = (2v3)" = 12.

Ja que ||R||2 =2y%e ||ﬁ')||2 =BC -BC = (y¥ — at) - (y¥ — a®i) = 2y — 2ay + 2a2,
temos: 2y2(2y?% — 2ay + 2a?) = 12, ou y3(y? — ay + a?) = 3.

Como a = 2y, temos y2(y? — 2y? + 4y?) = 3, assim 3y* = 3 e,

portanto,y =lea=2,ouy=—-lea = —2.
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2) Responda ao que se pede:

(@) Seja T:R°—> R> um operador linear cujo polindmio caracteristico &
pr(t) = (t3 — t?)(t? — 4) e a dimensao da imagem de T é igual a 3.

Prove que T é diagonalizavel.

(b) Seja T:R* — R3 uma transformacdo linear cuja matriz em relagdo as bases

1 -1 0 1
canbnicasdoR*edoR3é: |11 2 -1 0|
a 0 b 4
Determine todos os valores de a e b de forma tal que a transformacao T seja
sobrejetora.
RESPOSTA:

(a)

As raizes do polindmio caracteristico de T s@o os seus autovalores.

Como pr(t) = (£3 = t2)(t? — 4) = t2(t — 1)(t — 2)(t + 2), portanto os autovalores de T sdo: 0,1,2 ¢ —2.
Ja que todas as raizes de p; sdo reais, para que T seja diagonalizavel devemos ter as multiplicidades algébrica
e geométrica iguais para cada um dos seus autovalores.

Os autovalores 1, 2 e —2 tém multiplicidade algébrica igual a 1, pois sdo raizes simples de pr.

Sabemos que 1 < multiplicidade geométrica < multiplicidade algébrica para todo autovalor de T.

Portanto, para os autovalores 1,2 e —2, as suas multiplicidades algébrica ¢ geométrica sdo iguais.

Agora, o autovalor 0 tem multiplicidade algébrica igual a 2 e a sua multiplicidade geométrica ¢ igual a
dimenséo do kernel de T.

O problema nos dé4 a dimensdo da imagem de T.

Usando o Teorema do Nucleo e da Imagem, temos: dim Ker (T) + dim Im(T) = dim R5,

assim dim Ker(T) =5 -3 = 2.

Portanto, também para o autovalor 0, as multiplicidades algébrica e geométrica sdo iguais e entdo T ¢&
diagonalizavel.

(b)

A transformacéo T sera sobrejetora se Im(T) = R3, o que ¢ equivalente a dim Im(T) = 3.
Os vetores coluna da matriz que representa T geram a sua imagem,

ou seja, Im(T) = [(1,1,a),(—1,2,0), (0.—1, b), (1,0,4)].

Vamos estudar a dependéncia linear desses vetores usando a técnica do escalonamento:

1 1 a 1 1 a 1 1 a
-1 2 0}_(0 3 a _ [0 -1 b
0 -1 b 0 -1 b 0 o0 a+3b
1 0 4 0 -1 4-a 0 0 4—a-b»b
Donde concluimos que dim Im(T) < 3seesomentesca+3b=0ea+b=4,oua=6¢bh =-2.

Assim dim Im(T) = 3 se e somente se a # 6 ou b # —2.
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3) Seja V um espaco vetorial de dimensao finita munido de um produto interno. Seja,
ainda, W um subespaco prdprio de V,isto é , {0} # W =+ V. Considere o operador linear
T:V -V definido por:

T(v) = —v+ 2 projy (v),
para todo v €V, em que proj, (v) indica a projecao ortogonal do vetor v no
subespago W'.
(a) Verifique que -1 é um autovalor de T.

(b) Prove que T2 =1, em que I indica o operador identidade e T> =T - T.

RESPOSTA:

(a)

Para que -1 seja um autovalor de T é necessario que exista um vetor ndo nulo, v, tal que T(vy) = —v,, ou
seja, —vy + 2projy, (vy) = —v,, ou ainda, proj,, (vy) = 0.

Sabemos que {0} # W = V, entio para o subespaco ortogonal a W, denominado por W+, também vale {0} #
W+ = V,ja que V é um espaco vetorial de dimensdo finita.

Entdo, se considerarmos um vetor 0 # v, € Wi, teremos projy,, (vo) =0, e assim esse vetor serd um
autovetor de T associado ao autovalor -1.

(b)

Sejav € V.

Vamos lembrar da defini¢io de projegdo ortogonal que proj,, (v) € W e -v + projy,(v) € W,
Como vimos no item (a), se w' € W+, entdo T(w') = —w'.

Agora observemos que se w € W, entdo proj,(w) =weTWw) = —w + 2w = w.

Calculemos:

T?(v) = T(T(W)) = T((—v + projy () + projy(v)) =T | —v + projy (v) |+ T (projw(v)> =

ewl ew

—(—v +proju()) + projuw () = v,
assim T2 = I.
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4) Dadas as vistas de uma peca, desenhar na grade da pagina ao lado sua perspectiva
isométrica, mostrando suas faces frontal, superior e lateral esquerda. Considerar cada
divisdo da grade igual a 10 unidades. Nao é preciso mostrar arestas ocultas, nem cotar

a perspectiva.
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RESPOSTA:
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5) Cote as vistas dadas abaixo, medindo-as diretamente no desenho, em mm.

Sugestdo: tome as medidas com seu compasso e mega-as na régua-referéncia impressa abaixo.

m\m ‘11'” i 'm’ [ ‘4\ I wmu I ‘ I IIH i I\ I H’m
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6) Desenhar as vistas frontal, superior e lateral direita da peca abaixo. Adotar 1° diedro.
Face frontal indicada pela seta. Medidas em mm. Escala 1:1.

rasgo
0 passante

RESPOSTA:
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7) Odisco de raio R rola sem escorregar sobre a barra AB; € dada a velocidade v,,, =vi

(de mddulo v constante) do centro O do disco em relacdo a barra. A barra AB gira ao
redor da articulagao A com velocidade angular ¢ constante. Adotando o sistema de

coordenadas (A4,x,),2) solidario a barra, e sabendo que no instante =0 a coordenada

x do ponto O é x,, pede-se, para um instante ¢ qualquer:

(a) a velocidade v, do ponto de contato entre o disco e a barra;
(b) a velocidade v, do centro do disco;

(c) a velocidade angular @ do disco;

(d) as aceleracoes dos pontos Oe Cdo disco.

RESPOSTA:
(a)

Ve =

—

+(bl€/\(C—A);(C—A):(x0 +vt)i >V, = (x, +vt)j

ol

(b)

Vo =V, + Vo, V0, = Vi, =Ve +@k A(O=C) =7, =@(x, +vt)j — @RI

R

Py =(V=@R) +¢(x, +vt)]
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(©)

VO,r = Vi = a)relk A (0 - C) - a)rel R

. - N . . V|- .
D=0,,+0, 0= ((p—Ejk:m) =p——
@ ) L
Gy =dy, +dy, +p,:d,, =0y, = gk A|pk A (0= 4)| >, =—¢"[(x, + ) + B}
Gy, =20k AVE > dy, = 2vj3d, =— ¢ (x, + )i +2v— R}

2
G =d,+d A|D A (C—0)] >, = ¢*(x, + vt)f+% j.
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8) O disco de centro Oe raio rgira em torno da peca OB com velocidade angular constante
w, = 6. O conjunto, por sua vez, gira em torno do eixo horizontal AG, com velocidade
angular constante w, = ¢.

Considere a pega OB como o referencial mével, ao qual é solidario o sistema cartesiano

Bxyz.

Na posicao da figura, dada pelos angulos (¢, 6), e expressando os resultados na base

7,7,k associada ao sistema cartesiano, pede-se:

a) o vetor de rotagdio (, da peca OB e o vetor de rotacdo Q,, do disco;

b) a velocidade v do ponto A, indicando suas componentes de arrastamento v, e
relativa v;

c) A aceleragdo a do ponto A, indicando suas componentes de arrastamento a,,
relativa a, e complementar d.;

d) o vetor aceleragao angular absoluta @, do disco de centro O.

As articula¢bes em
A e C sdo fixas.

RESPOSTA:
(@)

)

Q, =¢j+6k
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P— 0) =0k A r(cos 0i + senH]'):> V. = 6’r(— sendi +cos6’})

r

(
V, =Vp, +hjA (P—B) =djA [r(cos 0i +sen6’]')+ Lié] =V, = ¢(L; —rcosﬁl_c.)

V=V, 4V, (V= (¢L - érsenﬁ)f +0rcos6 ) — grcosOk

Eir=El.0’r+él€/\(P-0)+9/€/\[9/€/\(P-O)] =
0k A [HE AP —0)] =—-6%(sin67 + cosO7)

a,=dg, +¢7A(P—B)+¢'}/\[¢5]'/\(P—B)] = |a, :—¢52(rcos¢9;+LI;)|
a.= 2¢5}/\9r(— sen @i + cos 0}):> , =240rsen Ok

a, = —ézr(cos 0i +sen 0})

= =

nP,T = ao'r+éEA(P_0)+

Q)

di=d,+vad,+d,=|d= —(6’2 +¢f2)r cosfi —Orsend j +(2¢férsen6’—¢32L)l€

(d
Gp =4+ 0k = g7 n J)+0lp7 k)=, =0gi
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9) No sistema mostrado na figura, o disco de centro Ctem massa m e raio R e ha, ainda,
uma massa concentrada /m no ponto B. A distancia entre os pontos Be Cé R/2. O
sistema encontra-se inicialmente em repouso, suspenso pelo fio DE e pela barra fixa
OA, articulada ao disco em A. Num dado instante, o fio DE se rompe. Para o instante
imediatamente apds o rompimento do fio e considerando-se o sistema de coordenadas
Axyz, pede-se:

(a) As coordenadas do centro de massa do sistema composto pelo disco e pela massa
concentrada;
(b) O momento de inércia do sistema composto pelo disco e pela massa concentrada
em relagao ao eixo Az
(c) A aceleragdo angular 2 do disco;
(d) As reag0Oes vinculares em A.
B mR>

Dado: para o disco © 2

Ay

RESPOSTA:
(a)

Por simetria,

yGZO

e, como o sistema € plano,

(m+m)x —mR+m3—R b _3R
¢ 2 =9 4
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(b)

J, =J +J =J, =

Z4 Z A Disco Z A Massa Z4

(c) Diagrama de corpo livre:

Teorema da quantidade de movimento angular para o sistema disco + massa concentrada, polo 4

d -
Yol rmG-Ana =i, o s
dt ,em que %4
- 2g -

- - 2 - = =
— J, ok=M, ?mR a)——2mg—’ecomo a=a>k:>a 3Rk
(d)

. - a __38-
dg=a,+on(G-A)ron[BAG-A)] e @1=0 o =0, =" 6’

Teorema do movimento do baricentro para o sistema disco + massa concentrada:
X F =2ma;, = X,=2m0

ZFy:2maGy :>YA—2mg:2m(—5?gj 1

Y, =—
-~ N
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