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1. SOMENTE INICIAR A PROVA QUANDO FOR AUTORIZADO PELO FISCAL DE SALA. 
 

2. A prova tem 18 páginas, incluindo a página de rosto. O espaço em branco que segue cada uma das 09 
questões é para a sua resolução. A página 18 é para RASCUNHO e não será considerada na correção. 
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APARELHOS PODERÁ IMPLICAR A DESCLASSIFICAÇÃO SUMÁRIA DO CANDIDATO (DEIXAR O CELULAR 
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1) A figura abaixo representa um cubo de vértices A, B, C, D, E, F, G, H, e de lado  

igual a 6. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a) Considere em 𝐸ଷ o sistema de coordenadas, baseado na figura acima,  
Σ = (𝐴, 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝐺ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝐻ሬሬሬሬሬሬ⃗ ) . Determine uma equação geral do plano que passa pelo 

ponto 𝐷, e contém a reta 𝑟: 𝑥 + 2 =
௬ିସ

ିଷ
=

௭ାଶ

ଶ
 

b) Considere, em 𝑉ଷ, a base positiva (𝐹𝐻ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐹𝐸ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐻𝐴ሬሬሬሬሬሬ⃗ ), baseada na figura acima, e os 

vetores: 𝑢ሬ⃗ =
ଵ

ଷ
𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑣⃗ =  

ଵ

ଶ
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗   e  𝑤ሬሬ⃗ = 𝐸𝐴.ሬሬሬሬሬሬ⃗   Calcule o produto misto, [𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗, 𝑤ሬሬ⃗  ]. 

 
 

RESPOSTA: 

(a) Primeiramente, vamos encontrar as coordenadas do ponto 𝐷. Para isso, vamos determinar as coordenadas 
do vetor  𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗  na base ൫𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝐺ሬሬሬሬሬ⃗  , 𝐴𝐻ሬሬሬሬሬሬ⃗  ൯.  

Assim 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐴𝐻ሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐻𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐴𝐻ሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐺𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐴𝐻ሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐺𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ − 𝐴𝐺ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐴𝐻.ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

Portanto, 𝐷 = (1, −1, 1)ஊ.  

Da equação da reta 𝑟 obtemos os pontos:  
𝑀 = (−2, 4, −2)ஊ e 𝑁 = (−1, 1, 0)ஊ.  

Vamos usar os vetores: 
 𝑀𝑁ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1, −3, 2)  e 𝑁𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (2, −2, 1) como diretores do plano procurado. 

Um ponto 𝑋 = (𝑥, 𝑦, 𝑧)ஊ pertencerá ao plano procurado se e somente se os vetores  
𝑁𝑋ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (𝑥 + 1, 𝑦 − 1, 𝑧),   𝑁𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃗   e   𝑀𝑁ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  forem linearmente dependentes, isto é, se e somente se 

𝑑𝑒𝑡 ൥
𝑥 + 1 𝑦 − 1 𝑧

2 −2 1
1 −3 2

൩ = 0.  

Dessa forma, uma equação geral para o plano procurado é: 𝑥 + 3𝑦 + 4𝑧 − 2 = 0. 
 

(b) O produto misto é, por definição, [𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗, 𝑤ሬሬ⃗ ] =  𝑢ሬ⃗  ∧ 𝑣⃗  ∙ 𝑤ሬሬ⃗  .  

Para calculá-lo, precisamos determinar os ângulos: 𝜃, entre os vetores 𝑢ሬ⃗ ∧ 𝑣⃗ e 𝑤ሬሬ⃗ , e ∝ , entre os  
vetores 𝑢ሬ⃗  e 𝑣⃗, pois: 

[𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗, 𝑤ሬሬ⃗ ] =  ‖𝑢ሬ⃗  ∧ 𝑣⃗‖‖𝑤ሬሬ⃗ ‖ cos 𝜃 = ‖𝑢ሬ⃗ ‖‖𝑣⃗‖ sin ∝ ‖𝑤ሬሬ⃗ ‖ cos 𝜃. 

Dos dados do problema, vemos que os vetores 𝑢ሬ⃗  ∧  𝑣⃗ e 𝑤ሬሬ⃗  são paralelos.  

Agora, a base dada está na orientação da regra da mão esquerda, então o vetor  𝑢 ሬሬሬ⃗ ∧ 𝑣⃗  tem o mesmo 
sentido do vetor 𝐴𝐸ሬሬሬሬሬ⃗ .  

G 

C 

B 

D 

A 

E 

H 

F 
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Dessa forma, 𝜃 = 𝜋.  

Como a base do cubo é um quadrado, o ângulo entre 𝑢ሬ⃗  e 𝑣⃗ é 𝜋 4.⁄  

Portanto, [𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗, 𝑤ሬሬ⃗ ] =  
ଵ

ଷ
ฮ𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ

ଵ

ଶ
ฮ𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ sin

గ

ସ
ฮ𝐸𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ cos 𝜋.  

Agora, pelo Teorema de Pitágoras, calculamos 

ฮ𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ =  ටฮ𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ
ଶ

+ ฮ𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ
ଶ

= √72 = 6√2.  

Finalmente,  [𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗, 𝑤ሬሬ⃗ ] = −36. 
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2) Responda o que é pedido. 

a) Seja  𝑇: ℝଷ →  ℝସ uma transformação linear definida por:  

𝑇(1,0,0) = (1,3,1,0),    𝑇(0,1,0) = (1,1,3,0)   e    𝑇(0,0,1) = (1, 𝑎, 𝑏, 0). 

Determine todos os valores de 𝑎 e de 𝑏 para que a transformação 𝑇 seja injetora. 

b) Considere a matriz real 𝐴 = ൭
1 1 𝑘
0 1 𝑘
0 1 1

൱.  

Determine todos os números reais 𝑘 para que a matriz 𝐴 seja diagonalizável. 

 
 

RESPOSTA: 

(a) A transformação linear será injetora se e somente se o seu kernel tiver dimensão igual a 0.  

Pelo teorema do Núcleo e da Imagem, sabemos que 𝑑𝑖𝑚ℝଷ = dim 𝐾𝑒𝑟(𝑇) + dim 𝐼𝑚(𝑇).  

Como queremos dim 𝐾𝑒𝑟(𝑇) = 0, devemos ter 𝑑𝑖𝑚𝐼𝑚(𝑇) = 𝑑𝑖𝑚ℝଷ = 3.  

Pelos dados do problema, o conjunto de vetores {(1,3,1,0), (1,1,3,0), (1, 𝑎, 𝑏, 0)} gera a imagem de 𝑇.  

Portanto, vamos encontrar os valores de 𝑎 e de 𝑏 para os quais esse conjunto é linearmente independente.  

Para isso, vamos usar a técnica do escalonamento dos vetores: 

൭
1 3 1
1 1 3
1 𝑎 𝑏

0
0
0

൱ ~ ൭
1 3 1
0 −2 2
0 𝑎 − 3 𝑏 − 1

0
0
0

൱ ~ ൭
1 3 1
0 1 −1
0 0 𝑎 + 𝑏 − 4

0
0
0

൱ 

O escalonamento nos mostra que os vetores serão l.i se e somente se 𝑎 + 𝑏 − 4 ≠ 0.  

Portanto, a transformação linear será injetora se e somente se 𝑎 + 𝑏 ≠ 4. 
 
(b) Vamos, em primeiro lugar, calcular o polinômio característico da matriz dada: 

𝑝஺(𝑡) = 𝑑𝑒𝑡 ൭
1 − 𝑡 1 𝑘

0 1 − 𝑡 𝑘
0 1 1 − 𝑡

൱ = (1 − 𝑡)(𝑡ଶ − 2𝑡 − 𝑘 + 1). 

Os autovalores de A são as raízes reais do seu polinômio característico, que são: 1, 1 + √𝑘 e 1 − √𝑘,  
se 𝑘 ≥ 0. Observamos que se 𝑘 > 0, o polinômio característico terá três raízes reais e distintas; portanto, 
a matriz será diagonalizável nesse caso. No caso em que 𝑘 = 0, temos o autovalor 1 com multiplicidade 
algébrica igual a 3, e a matriz fica : 

𝐴 = ൭
1 1 0
0 1 0
0 1 1

൱.   

Vamos achar a multiplicidade geométrica, que é a dimensão de 𝐾𝑒𝑟(𝐴 − 𝐼),  do autovalor 1. 

Assim, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝐴 − 𝐼) se e só se ൭
0 1 0
0 0 0
0 1 0

൱ ቈ
𝑥
𝑦
𝑧

቉ = ൥
0
0
0

൩ ⟹ 𝑦 = 0, 

o que nos diz que 𝐾𝑒𝑟(𝐴 − 𝐼) = {(𝑥, 𝑦, 𝑧): 𝑦 = 0} que é um subespaço de dimensão igual a 2 e, portanto, 
nesse caso as multiplicidades algébrica e geométrica do autovalor 1 são diferentes e a matriz A não é 
diagonalizável para k=0.  

Concluindo, a matriz será diagonalizável se e somente se 𝑘 > 0.  
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3) Considere, em ℝଷ, o produto interno usual  < (𝑥, 𝑦, 𝑧), (𝑎, 𝑏, 𝑐) > = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 ,  para 

todos (𝑥, 𝑦, 𝑧), (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℝଷ.  Seja  𝑆 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝଷ; 𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 = 0}  um subespaço de ℝଷ. 

a) Determine uma base do complemento ortogonal, 𝑆ୄ , de 𝑆 em ℝଷ. 

b) Se 𝑣 ∈ 𝑆  e  𝑤 ∈  𝑆ୄ  são tais que  𝑣 + 𝑤 = (1,1,1),  determine o vetor 𝑣. 

 
 

RESPOSTA: 

(a) Observemos que o subespaço dado representa um plano em ℝଷ. 

Portanto, uma base de seu complemento ortogonal é formada por um vetor normal a esse plano.  

Dos dados do problema, temos que um vetor normal ao plano é  𝑛 = (1,2,2)  e, assim, uma base para 𝑆ୄ é 
{(1,2,2)}. 
 

(b) O vetor procurado é a projeção ortogonal de (1,1,1) em S, e o vetor w é a projeção ortogonal de (1,1,1) em 𝑆ୄ, 
que é a 𝑝𝑟𝑜𝑗௡(1,1,1).  

Assim, 𝑤 = 𝑝𝑟𝑜𝑗௡(1,1,1) =
ଵ

ଽ
< (1,1,1), (1,2,2) > (1,2,2) =

ହ

ଽ
(1,2,2)  e, então,  

𝑣 = (1,1,1) −  
5

9
(1,2,2) =

1

9
( 4, −1, −1). 
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4) Usando as técnicas de esboço, desenhe a peça abaixo em PERSPECTIVA 

ISOMÉTRICA, mostrando as faces: Frontal, Lateral Esquerda e Superior. Observe 

que a peça está representada pela perspectiva cavaleira, com =45° e k=1/2. O furo é 

passante e está centralizado. Cada centímetro na cavaleira = 1 unidade no grid. 
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5) Cote as vistas dadas abaixo em escala 1:2, medindo-as diretamente no desenho,  

em mm. 
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6) Desenhar as vistas frontal, superior e lateral direita (1º diedro) da peça representada 

abaixo. Não é preciso cotar. Medidas em mm. 

 
 
 

 
 

 
 

 
 

RESPOSTA: 
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7) A estrutura abaixo é formada pelas barras AC e BE, ambas contínuas, de peso 

desprezível, e unidas por um pino em D.  Por uma articulação em C  acopla-se uma 

polia ideal sobre a qual se enrola um cabo também ideal, o qual é preso ao ponto B  e 

sustenta uma carga de peso P.  São dadas as dimensões indicadas na figura. Sabe-se 

que em E  a barra BE  faz contato com uma superfície rugosa cujo coeficiente de atrito 

μ (desconhecido) é capaz de manter o sistema em equilíbrio. Pede-se: 

(a) os diagramas de corpo livre das barras e da polia; 

(b) a reação vincular em A; 

(c) o mínimo valor do coeficiente de atrito μ compatível com a situação proposta. 

Obs.: desenho fora de escala. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

RESPOSTA: 

(a) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

B

D

E

A

a3 a2

a/
3 

2a
 

a 
a 

C

P

D

C

D

A

C

E

P

P
CH

CV

CH

DV

DH

AX

AY

DH

DV

EX

EY
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(b) Do equilíbrio da polia:                 PHC       e       PVC            (1) 

 
Para a barra BE: 

PXM ED  0                                                                         (2) 

PHXHPF DEDx 200                                    (3) 

DEy VYF  0                                                                           (4) 

 
Para a barra AC: 

00  ADCx XHHF  

 

Usando (1) e (3):   02 AXPP PX A                                 (5) 

 025
3

8
0 aHaVaV

a
HM DDCCA 6

13
0225

3

8 P
VaPaVaP

a
P DD      

(6) 

 0
6

13
00 AADCy Y

P
PYVVF

6

7P
YA   

 
 
 
Assim, as reações em A serão: 
 
 
 
 
 
(c) No limite de escorregamento em E teremos:    EE YX   

Usando (2), (4) e (6): 


6

13P
P 

13

6
min   

 

A

P

6

7P



 11/14 

8) Um bloco de massa  escorrega sobre o plano horizontal com coeficiente de  

atrito . O bloco está ligado a um cabo ideal cuja extremidade está presa na polia de 

massa  e raio R, cujo centro C  é vinculado ao solo por meio de articulação sem 

atrito. No instante inicial, quando o sistema está em repouso, é aplicado um momento 

de binário M  (constante) na polia de centro C , suficiente para acelerar o bloco. 

Sabe-se que a origem de x é tal que  para . 

Pede-se: 

a) determine a energia cinética do sistema em função da velocidade angular  da 
polia de centro C ;  

b) determine velocidade angular  da polia de centro C em função de . 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

RESPOSTA: 

(a) Da geometria do sistema observa-se que Rx  , e que  RRvx   .  
 

   2
2

2

fixo eixoc/  rotação
polia

2

translação
bloco

2

22

1

2

1

2

1

2

1  Rm
RmJmvE P

BCz


 BP mm

R
E 2

4

22




 

 
 
(b) Diagrama de corpo livre do bloco: ..  
 
Na direção da normal: 

gmNgmNam BBNB  0  

 
Como há escorregamento: 

gmFNF Batat    

 
Trabalho do momento de binário: MWM   

 
Trabalho da força de atrito: RgmxFW BatA   

Bm



Pm

0x 0

 

 

2

2Rm
J P

Cz 



x

g

M 
Bm

R

C
Pm

T

gmB

N
atF
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(a força de atrito tem sentido oposto ao do deslocamento) 
 
Trabalho da força peso: 0PW    

(não há deslocamento na direção vertical) 
 
Nesse sistema o trabalho das forças internas é nulo. 
 
Teorema da energia cinética (parte do repouso): 

  RgmMmm
R

WEE BBPEXTif 
 2

4

22

 

 
  


  gRmM

mmR
B

BP 2

4
2

2  
  


BP

B

mmR

gRmM

2

4
2 


 ..  

 



 13/14 

9) O caminhão movimenta-se para a direita com aceleração a

 constante e conhecida. A 

barra AB, de massa m e comprimento L , está articulada em A , sem atrito. Utilizando a 

base solidária à barra AB  representada na figura, pede-se: 

a) o diagrama de corpo livre da barra; 

b) o vetor aceleração angular 


 da barra em função de a e  ; 

c) as reações Ax e Ay da articulação A sobre a barra em função de  ,   e  . 

Dado: 
12

2mL
JGz   

 

 
 
 

RESPOSTA: 

a) diagrama do corpo livre para barra AB:  

 
 

b) TQMA, polo A (acelerado); problema plano; k


   

kJaAGmM AzA
ext
A


 )(    k

L
mjseniaj

L
mk

L
mg




3
cos

2
sen

2

2

  cossen
2

3
ag

L
  

  kag
L

  cossen
2

3
  

 
c) TMB:  

 senmgAma xGx   

 cosmgAma yGy   

 

 

i


 

j


 
g 

A 

B θ 

a 

 

G 

A 

θ 

mg 

Ax 

Ay 

B 
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A aceleração de G é dada por     AGAGaa AG  


 ; k


  ; k



   

   



  j

L
kkj

L
kjseniaaG












22
cos   

 j
L

aseni
L

aaG













 






 

22
cos 2  

 
Substituindo:  







   sen

2
cos mgA

L
am x

  sen
2

cos mg
L

amAx 





    

 







   osmgA

L
am y c

2
sen 2  osmg

L
amAy c

2
sen 2 






    

 
 

 


