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INSTRUCOES

SOMENTE INICIAR A PROVA QUANDO FOR AUTORIZADO PELO FISCAL DE SALA.

A prova tem 20 paginas, incluindo a pagina de rosto. O espago em branco que segue cada uma das 09
questoes € para a sua resolucdo. A pagina 20 é para RASCUNHO e ndo sera considerada na correcdo.

Verificar se 0 seu nome e a sua opcao de curso estao corretos na etiqueta de identificacao da prova.

Nao esquecer de identificar a pagina de rosto da prova, colocando seu nome completo (sem abreviagGes),
0 numero do seu documento de identidade e a sua assinatura nos locais indicados.

NAO E PERMITIDO O USO DE CALCULADORA OU CELULAR DURANTE A PROVA. O USO DESSES
APARELHOS PODERA IMPLICAR A DESCLASSIFICACAO SUMARIA DO CANDIDATO (DEIXAR O CELULAR
DESLIGADO!!!).

Nao é permitido o uso de outros materiais estranhos a prova.

A prova é para ser resolvida a caneta (azul ou preta), com excegdo dos desenhos técnicos.
Qualquer duavida faz parte da interpretagao do enunciado da questao.

Duracao da prova: 3 horas. Saida permitida a partir das 15h00min.

10. N&o é permitido fumar no local de exame.
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1) Considere o espaco vetorial P, dos polindmios de grau menor ou igual a dois e o

operador T: P, — P, definido por

(T H(x) = fl((l +x)s + x2s%)f(s)ds.
0

(a) Determine as dimensodes do nlcleo e da imagem de T, dim Ker(T) e dim Im(T).
(b) O operador T:P, - P, é diagonalizavel? (Resposta considerada apenas se

justificada).

RESPOSTA:

la) Em P2, usamos a base 3 = {ep,e1,e2}, em que eg =1, €1 =, ea0 = 2.

Apods calcular Te;, i = 1,2, 3, obtemos a representacgao matricial de 7' na base 3, que é dada
por

[T =

Lol =] o] =
| ] ]
] bl | b =

Por rapida inspecio, vemos que o posto da matriz € 2, que é menor que dim Py = 3. Logo, o
operador linear T : Po — Py ndo é sobrejetor, com dim Im(7") = 2. Pelo teorema do nicleo
e imagem, temos dim Ker(T) =1

1b) O polindmio caracteristico revela que ele possui um zero igual a zero e dois zeros reais e
distintos. De fato, o polinémio caracteristico é x + (—(1/48)+(31x)/30—z2)z. Que um zero é
zero ¢ imediato. E também imediato que a equacio de segundo grau —(1/48)4-(31x)/30—z2 =
0 tem discriminante positivo. Asgsim, T : Po — P2 possui trés autovalores reais e distintos,
gendo portanto diagonalizavel.
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2) Seja V um espaco vetorial sobre R munido de um produto interno (-):V XV >R e
T:V — V um operador linear.
() Mostre que se ||Tv|| = ||lv|l, entdo (Tv, Tw) = (v, w).
(b) Forneca um exemplo, se possivel, de um produto interno (-,-); em V = R? tal que

no espaco (V,(,-);), angulo entre [1 0]* e [0 1]* ndo seja %

RESPOSTA:

2a) Para x,y € V, vale a relagio
e = l2 = 1] + ll® — 20z, 9),
que é conhecida como a “Lei dos cossenos”. Ela pode ger obtida facilmente pelo calculo:
le = yl? = (& =y, 2 —y) = (&, 2) + (y,9) — 2(z, ).
Dela obtém-ge que
o+ ol — 1z — ylI? = 2, ).
Logo, por hipotese, temos
MTx,Tyy =||Tx + Tyl = |Tx = Ty|* = |T(x + y)|I* = IT(x — )|
e+l =l — yll? = 4z, ).
2b) Pode-se definir um produto interno no espaco vetorial V = R? através de
(lrr ]’ [r2 w2l )1 = [21 vl [A] 2 1],

em que [A] é uma matriz 2 x 2 real, simétrica e positivo-definida. Tomemos, por exemplo,
para a > 0,

a-[11]

Da defini¢io de angulo 6 entre dois vetores = e y no espago vetorial (V, (-,+}1), temos

_ {nuh
lzlHllvll

Para que o angulo 6 entre [10]" e [01]" ndo seja §, basta que ([10],[01]'}; =a > 0.
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3) Seja a forma quadrdtica Q(x,x,,x3) = 2x% + 2x% + 2x% — 2x.x, — 2x1x3 + 2X,X3,
(x1,%5,%3) € R3.
(a) Reconhega a conica que Q(x4, x,, x3) = 4 representa.

(b) Determine o maximo do conjunto {Q(xq, x5, x3) € R3| x# + x% + x% = 1}.

RESPOSTA:

3a) Podemos escrever a forma quadratica como

2 —1 —17[ =

Q(z1, w9, 23) = [ryz9ag] | -1 2 1 )
11 2 3
(1]

A matriz [M] tem trés autovalores vy, v e v3 normalizados (norma euclidiana igual a 1) sendo
dois a dois ortogonais. Seja [P] = [v1 v2 v3], em que a j-ésima coluna é dada por v;. Note que
[P] diagonaliza M, isto é, [P]'[M][P] = diag(A1, A2, A3), em que diag(A1, Ao, A3) é a matriz

quadrada diagonal, que tem em sua diagonal os autovalores Ay, Ay, A3 de [M].

Fazendo um cileulo, usando o polinémio caracteristico de [M], que é dado por = +— —u® +
622 — 9z + 4, vemos por inspecio que A\; = 1. As outras raizes de —z® + 622 —9r +4 = 0 sio
A2 =1 (1 é portanto uma raiz dupla) e A3 = 4.

Fazendo a mudanca de variaveis

1 Y1
g | =[Pl | u
T3 Y3

temos que a forma quadratica @ pode ser escrita como Q(yl, yo,y3) = y-‘f + y% + 4y§.

Note que se u = [u1, ug, uz)' e w = [wi, ws, ws]! sio vetores do R, entdo (u, w) = {[Pu, [P]w).
Entiao a mudanca de coordenadas néao altera a forma dos sélidos. Dai Q(xz1,x9,23) =4 é um
elipeoide em R,

3b) Definindo & = [ry, 19, 73] e ¥ = [y1,v2,y3]", temos
(M, x) = ((M][Ply. [Ply) = i + 3 +4v3.
Se ||| = 1, entéo ||y|| = 1, pois (u,w) = ([Plu. [Plw), para quaisquer u,w € R3. Assim,
vl + 3 +4u3 <A+ 3 +ud) = 4,

que € atingido para o caso y1 = yo = 0, y3 = 1. Entao, o maximo de Q(x1,x9,x3) para
|z =1é 4.
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4) Desenhar a perspectiva isométrica simplificada da peca dada abaixo por suas vistas,
representadas no primeiro diedro em escala natural. Desenhar a perspectiva em escala
natural (1:1), tomando as medidas diretamente das vistas, e mostrando as faces

frontal, superior e lateral direita.

RESPOSTA:
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5) Dadas as vistas frontal e lateral direita de uma peca representadas no primeiro diedro,

completar conjunto de vistas desenhando a vista superior na sua posicao correta.

—————————
i
i
I
v
[
i
I
v
[

-

RESPOSTA:

__________

-----
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6) Dadas as vistas frontal e lateral direita de uma peca representadas no primeiro diedro,

desenhe a vista superior em corte AA, em sua posicao correta.

RESPOSTA:
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7) Considere o modelo ilustrado na figura em que a placa homogénea ABCD de peso —Pk
e geometria indicada encontra-se em equilibrio sobre o plano horizontal xy vinculada
por meio de aneis ideiais posicionados nas extremidades A e B e por cabos ideais presos
nos pontos D e C. Tais cabos estdo ancorados nos pontos E e F, contidos no plano

vertical yz. Pede-se:
(a) As coordenadas do centro de massa G da placa.

(b) O diagrama de corpo livre da placa.
(c) As forgas de tracdo nos cabos e as componentes de reacdo nos anéis.

l )

7
| »
( A £ i

f
| 4
f o

RESPOSTA:
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(a) Por simetria, o centro de massa da placa estd localizado no eixo z, logo:

m:z(j:ﬂ

A placa pode ser entendida como um retingulo homogéneo de drea originalmente igual a Ag = (3b)(8b) = 245°
do qual se removeu um pedaco triangular de drea A, = (4b)(2b)/2 = 4}, resultando em uma figura de 4rea

A=Apg—A, =206, Assim:

3b 2b

24p%)  — (4b?) (36— =

. =Auxu—A;x,=( )2 ( )( 3]
5 T a4 2002

= xG=§b

(b) Diagrama indicado na figura abaixo:

Za
T
4

XA

(c) Considerando que as for¢as nos cabos sdo respectivamente paralelas aos cabos DE e CE temos:

BonE=D) (3 2o6p) (O3 2 6
Ty=T— —T1[ i l+7k], Tz—Tz|F_C|—Tz[ 71+7]+7k)

Diessa forma, temos as seguintes equacdes de equilibrio para a estrutura:

3 6

TE=0 = XA"‘XB—?(H"‘E.):U EMox=0 = 4b ZB—Z.e.+5(Tz—ﬁ}
2 6 4

LE=0 = Z(h-T)=0 LMoy =0 = —(3b);(Ty+T)+-bP=0

YE=0 = ZA+ZB+$(T1+T1}—P=O Y Mg, =0 = 4b(xﬁ—x3}+(4b§+35‘;

Resolvendo o sistema de equacdes, obtém-se:

7 1 5

=0

](Tz—m=o
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8) Considere o sistema ilustrado na figura, em que os corpos 1 (disco de centro de massa
C) e 2 (barra de centro de massa G) sao vinculados entre si por meio de uma articulacao
ideal localizada na periferia de ambos, em B. Ha ainda, em A, uma articulacdao que

vincula a barra 2 a uma base fixa com respeito a um referencial inercial. Denote por

@, = ;K € @, = a,k as respectivas aceleracdes angulares dos corpos 1 e 2. Admita que

0s corpos sao homogéneos e tém a mesma massa m. Para a configuragao indicada na

figura, em que as linhas AB e BC estdao na horizontal e vertical, respectivamente, e

admitindo que os corpos encontram-se inicialmente em repouso, pede-se, para 0

instante imediatamente apds a liberagao do sistema:

(a) Os diagramas de corpo livre dos corpos 1 (disco) e 2 (barra).

(b) As expressoes das aceleracdes dos pontos G (dg), B (ag) e C (3¢c) em fungao de a,
e ay.

(c) Os valores de a, e a,.

(d) A forca aplicada pela barra 2 sobre o disco 1 por meio da articulagao em B.

Dados: Para o disco de centro C, J., = mR?/2; para a barra de centro de massa G e

comprimento L, J;, = mL?/12.

RESPOSTA:
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(a) Diagramas indicados na figura abaixo:

c 3 ;
" QI mgi

(b) Das equagdes de campo de aceleragoes, considerando que os corpos partem do repouso:

Gc=da+@mA (G- A)— |5|HC - A)=D+amkA (-R)+0 =
Ap=ds+a A (B—A)— |[B322(B-A)=0+mka (-3 +0 =

dc=dp+m A(C—B)— [m[H(C-B)=-3Rajj+mkA (-R)+0 = ic = RenT— 3Rayj

(c) Escrevendo as equagdes do Teorema da Resultante e do Teorema da Quantidade de Movimento Angular para
ambos os corpos, temos:

¥ Fix = macy = —-Xg=Rm ¥ Fx = mack = Xa+Xg=0
2. Py = macy = -¥p —mg=m(-3Raz) 2 Fry = magy = Ya+ 13 —mg= m(—Raz)

1 1 2
YMicz=Jczmm = RXp= EmRza'j Y Mgz = Jazon = RYs—2RY¥p= ﬁm(‘l-ﬂ) (7]

Resolvendo o sistema de equagtes, obtém-se:

6
=0 = —
a1 a2 -

—_
=TS

(d) Também da resolugio do sistema de equagbes do item anterior, obtém-se:

1
Xg=10 Yg = ﬁmg
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9) O sistema ilustrado na figura é constituido por um disco homogéneo de centro B, massa
m e raio R e momento de inércia central Jz, = mR?/2, que pode rolar sem escorregar
sobre uma superficie plana horizontal, vinculado a um bloco C de massa m, que pode
deslizar sem atrito em uma guia vertical, por meio de uma barra BC de massa
desprezivel e comprimento L, articulada em suas extremidades B e C. O angulo entre a
barra BC e a horizontal medido no sentido horario é igual a 6. Sabe-se que na
configuragdo 6 = 0 as trés molas lineares de constante k indicadas estao relaxadas.
Pede-se:

(a) Determinar o centro instantaneo de rotacdo da barra BC, a velocidade v do bloco
C e o vetor rotacdo @ do disco, em funcdo de 6 e 6.

(b) As expressOes da energia cinética (T) e da energia potencial (V) do sistema em
funcdo de 6 e 6.

(c) A expressdo de 8 em funcdo de 6 admitindo que o sistema parta do repouso da

configuracao 6 = 0.

Y VL4

ANNAN

RESPOSTA:
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(a) A determinagio do centro instantineo de rotagio (CIR) da barra pode ser feita a partir da intersecgdo das
linhas perpendiculares s diregdes de movimento conhecidas de suas extremidades B (horizontal) e C (vertical),
conforme ilustrado na figura abaixo:

B OLsin®
o Iq
Lsing g) — % C

-*
CIR .
Lcos@ 8L cos 8

As magnitudes das velocidades dos pontos B e C podem ser obtidas a partir do produto da velocidade angular
6 da barra pelas respectivas distincias destes pontos ao CIR, de onde se conclui que:

Vg = +6L sin & e ﬁcz—é.[msﬂ'j

Como o disco rola sem escorregar sobre uma superficie fixa, entdo:

L Fel L, . L, -
|@| = R —R95m9 = oJ——REilstk

(b) A expressdo da energia cinética do sistema pode ser obtida a partir da soma das energias cinéticas do disco e do
bloco:

r=1 ¥ |2+1ﬁu|€)|2+1 |+ |2—1 (éLsin6)2+l 1R £E}sin92+1 (8L cos 6)*
MVl Yy mivel=agm 212 R 2"

= |T= %mﬂé"- (1 + %sinzﬂ]

A expressdo da energia potencial pode ser obtido pela soma da energia potencial gravitacional e da energia po-
tencial eldstica de cada uma das trés molas, cujas deflexbes com respeito 4 posigdo relaxada sdo, respectivamente
x1 =L(1 —cosf),xp=Lsinf exy=-Lsing:

1 1 1 1 1 1
V = mghc + Ekxlz + Ech§+ Ekxg = mg(—Lsin8) + EkLz(] —cos6)2+ EkLzs‘mz 8+ EkLz sin @

1
= |V=—mgLsind+ EH_Z(S —2cos 8 — cos® 8)

(c) Considerando que a energia mecinica do sistema = T +V se preserva e que, no instante inicial E = T+V = 0, uma
vez que § = 0 e # = 0, tem-se, para uma configuragio genérica:
1

. 1 1
Eml'.zl‘?z (1 +3 sin’-a] — mgLsin @ + EJcL"—(s —2cosf—-cos?8)=0

1
mglL sin 6 — EkL?(e. —2cosd - cost 0)

3 .
5mL2 [1 +§sin28)

= |é#=
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